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RÉSUMÉ.Ce document est une introduction rapide au domaine de la modélisation et de la vérification des applications concur-
rentes. On y présente un modèle permettant de décrire de telles applications : les systèmes de transitions. Les logiquestempo-
relles LTL et CTL sont ensuite introduites pour spécifier lespropriétés de ces systèmes. Enfin, les principes des algorithmes de
model-checking pour LTL et CTL sont donnés.

ABSTRACT.In this paper we give a quick overview of the area of modellingand verification of concurrent systems. We take
transition systems as the basic model of concurrent systems, and introduce the temporal logics LTL and CTL. Moreover we give
some hints for the model-checking algorithms for LTL and CTL.
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1. Introduction

Dans ce document on introduit le domaine de lamodélisation et de la vérificationdesapplications concurrentes.
Le contenu est fortement inspiré de [SCH 99] et le lecteur intéressé pourra consulter cet excellent livre où il
trouvera toutes les informations lui permettant d’aller plus loin.

Le but de lavérificationest d’assurer qu’un programme (ou système) satisfait un certain nombre depropriétés.
Pour cela il est nécessaire demodéliser formellementle comportement du programme : nous introduisons dans la
Section 2 les systèmes de transitions (finis) qui permettentde décrire des applications concurrentes. Dans la Sec-
tion 3 on introduit leslogiques temporellesLTL et CTL qui sont des langages despécification des propriétés. Une
fois le système décrit par un système de transitions, et les propriétés souhaitées spécifiées en logique temporelle, il
existe un algorithme dit demodel-checkingpermettant de répondre automatiquement à la question : «est-ce que le
système satisfait les propriétés souhaitées ?». La Section4 décrit les principes des algorithmes de model-checking
pour LTL et CTL.

2. Modélisation des systèmes concurrents

La première étape dans la vérification formelle d’un systèmeest la construction d’unmodèle formeldu compor-
tement de l’application. Des langages de spécification de haut niveau pour les applications concurrentes existent
depuis les années 80 [BOU 91, CAS 87, Le 91, ELL 85]. Certains de ces langages sont maintenant utilisés dans
le cadre de développements industriels. Cependant lasémantiquede ces langages est très souvent donnée en terme
desystèmes de transitions[ARN 92] qui sont des machines à états dont le fonctionnementest très simple. On va
donc décrire ces systèmes de base. En composant ces systèmes(par synchronisation) il est possible de décrire des
comportements complexes d’activités concurrentes.
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Figure 1. Système de transitions représentant le fonctionnement d’un GAB

2.1. Systèmes de transitions

Définition 1 (Système de transitions [ARN 92])Un système de transitionsS est un tuple(Q, s0, A,−→) tel
que :

– Q est un ensemble (fini)d’états,

– s0 ∈ Q est l’état initial,

– A est unalphabet (fini) d’actions,

– −→⊆ Q×A×Q est larelation de transitiondeS. On notes
a
−→ s′ si (s, a, s′) ∈−→.

Une exécutionσ de S est une séquence de transitionsσ = s0
a0−→ s1 . . . sn

an−−→ sn+1 . . . telle que∀i ≥
0, (si, ai, si+1) ∈−→. a0a1 · · · an · · · est la tracede σ notée Tr(σ). Une exécution est finie si la séquence qui
la compose est finie. On notes0

w
−→ s,w ∈ A∗ s’il existe une exécution finie dansS menant des0 à s et de tracew.

Run∗(S) est l’ensemble des exécutions finies deS et Runω(S) l’ensemble des exécutions infinies. Un états ∈ Q

estaccessibledansS ssi ∃w ∈ A∗, s0
w
−→ s. Reach(S) est l’ensemble desétats accessiblesdansS à partir de

s0 : Reach(S) = {s ∈ Q, ∃w ∈ A∗, s0
w
−→ s}. Un système de transitionsétiquetéest un système de transitions

muni d’une fonctionL : Q→ 2AP oùAP est un ensemble depropositions atomiques; L(s) donne l’ensemble des
propositions que satisfait l’états. On note(Q, s0, A,−→, L) un système de transitions étiqueté. �

Un exemple de système de transitions modélisant un guichet automatique de banque est donné Figure 1. Dans
ce système l’état initial est0.

On peut bien entendu ajouter des variables entières ou plus généralement des variables à valeurs dans un
ensemble fini [MAN 91] pour étendre le modèle de la Définition 1. Dans ce cas le nombre d’états du système est
toujours fini. Un exemple de l’utilisation de variables entières est donné dans la Figure 2.

2.2. Synchronisation de systèmes de transitions

Un système concurrent est en général constitué de plusieurscomposants interagissants. Pour décrire les inter-
actions on utilise la notion deproduit synchroniséà la Arnold-Nivat [ARN 92]. Pour modéliser le fonctionnement
asynchronedes systèmes on introduit une action spéciale• qui indique qu’un système ne «fait rien pendant que
d’autres changent d’état».

Définition 2 (Produit synchronisé [ARN 92]) Soientn systèmes de transitionsSi = (Qi, s
i
0, Ai,→i), i ∈ [1, n],

etI ⊆ A1 ∪{•}×A2∪{•}× · · ·×An ∪{•} unecontrainte de synchronisation. Un élément(a1, a2, . . . , an) deI
est appelé unvecteur de synchronisation. Leproduit synchronisé(S1 ‖ S2 · · · ‖ Sn)I desn systèmes de transitions
Si avec la contrainteI est le système de transitionsS = (Q, s0, A,→) défini par :

– Q = Q1 ×Q2 × · · · ×Qn,

– s0 = (s10, s
2
0, . . . , s

n
0 ),

– A = A1 ∪ {•} ×A2 ∪ {•} × · · · ×An ∪ {•},
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– −→⊆ Q×A×Q est telle que :

(q1, . . . , qn)
(a1,...,an)
−−−−−−→ (q′1, . . . , q

′
n) ⇐⇒ ∀i ∈ [1, n],

{

si ai ∈ Ai, qi
ai−→ q′i

sinonai = • et qi = q′i

�

Ce type de synchronisation permet de décrire des envois/réceptions de messages (par exemple sur la Figure 2
et Figure 3 les! et ? représentent les émissions et réceptions de messages). Un exemple de contrainte de syn-
chronisation pour les automates des Figure 2 et Figure 3 est donné dans la Table 1. Sur cet exemple on choisit
de renommer les vecteurs de synchronisation : on a ainsi une synchronisation à la Arnold-Nivat avecrenommage.
Formellement il suffit d’étendre la Définition 2 ainsi : au lieu deI, on utilise une fonction partiellef de synchro-
nisationf : A1 ∪ {•} ×A2 ∪ {•} × · · · ×An ∪ {•} −→ A (oùA est un nouvel alphabet) et

(q1, . . . , qn)
b
−→ (q′1, . . . , q

′
n) ⇐⇒











f(a1, . . . , an) = b

∧∀i ∈ [1, n],

{

si ai ∈ Ai, qi
ai−→ q′i

sinonai = • etqi = q′i

Avec une fonction de renommage comme celle de la Table 1 le produit synchronisé des automates des Figure 2
et Figure 3 est celui de la Figure 4.

f( ?in-card, !in-card) = in
f( ?valide, !valide) = valide
f( !out-card,?out-card) = out
f( ?take, !take) = take
f(code-OK,•) = code-OK
f( code-not-OK,•) = code-not-OK
f( keep-card,•) = keep-card

Tableau 1.Contrainte de synchronisation pour le GAB
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Figure 2. Un GAB avec messages

2.3. Propriétés des exécutions d’un système de transitions

Blocage.

Un étatdeadlock(bloquant) d’un système de transitionsS est un état qui n’est source d’aucune transition. Une
propriété importante que l’on souhaite souvent assurer dans un système de transitions est l’absence de deadlock
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Figure 3. Un utilisateur du GAB
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Figure 4. Produit synchronisé GAB× U – contrainteI

(car ces états correspondent à des blocages non voulus). Mais certains états du système correspondant à la fin de
l’exécution de l’application sont alors considérés comme des deadlocks. Il est donc nécessaire de distinguer les
blocages non souhaités de ceux qui correspondent à la fin de l’exécution du système. Ceci est possible en utilisant
la fonction d’étiquetage (Cf. Définition 1) et en étiquetantles états de fin d’exécution par une propriététerminal.
Les vrais états deadlock sont alors les états bloquants qui n’ont pas la propriététerminal.

Équité.

Une autre propriété importante d’une exécution d’un système de transitions est l’équité[ARN 92, SCH 99,
EME 90]. On considère dans ce cas que toutes les exécutions sont infinies (au besoin on les complète par des
transitions•). On dit qu’une transition d’étiquettea esttirable à partir d’un états si ∃s′|(s, a, s′) ∈−→. La notion
d’équité vise à définir un sous ensemble de l’ensemble des exécutions d’un système de transitions de façon à
éliminer les exécutions non réalistes. Par exemple si l’on considère deux systèmes de transitionsS1 etS2 que l’on
synchronise, dans le produit synchronisé il peut y avoir desexécutions qui à partir d’un certain point ne contiennent
que des transitions d’étiquette(a, •) : le systèmeS2 ne fait rien alors que potentiellement une transition(x, b) est
tirable. Si l’on considère que cette exécution est irréaliste il faut pouvoir la caractériser.

Un premier critère d’équité est celui de l’équité forte: une exécutionσ satisfait le critère d’équité forte ssi toute
transitioninfiniment souvent tirableestinfiniment souvent tirée. Un critère plus faible est celui de l’équité faible:
une exécutionσ satisfait le critère d’équité faible ssi toute transitiontoujours tirable à partir d’un certain pointest
infiniment souvent tirée. L’équité forte implique l’équité faible.

2.4. Propriétés des systèmes de transitions

Déterminisme.

Un système de transitionsS = (Q, s0, A,→) estdéterministessi

∀s, s′, s′′ ∈ S, ∀a ∈ A, s
a
−→ s′ ∧ s

a
−→ s′′ =⇒ s′ = s′′

Sinon il estnon déterministe. Ceci implique que pour une trace donnée il n’y a qu’une seuleexécution possible.
Il n’est pas nécessaire qu’un système de transitions soit déterministe pour être un modèle correct. Le non déter-
minisme permet de représenter plusieurs choix possibles oudes parties de l’application pour lesquelles plusieurs
comportements sont possibles sans que l’on sache ou que l’onveuille les modéliser de façon précise.
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Équivalence de systèmes de transitions.

A partir d’un système de transitionsS = (Q, s0, A,−→) on définit l’ensemble des traces finies deS (le
langage deS) parL∗(S) = {Tr(σ), σ ∈ Run∗(S)}. L’ensemble des traces infiniesLω(S) es l’ensemble des traces
des exécutions infinies :Lω(S) = {Tr(σ), σ ∈ Runω(S)}.

Un autre point de vue peut être adopté : un système de transitions définit implicitement unarbre d’exécu-
tion qui correspond au dépliage de ce système à partir de l’état initial. L’arbre d’exécutionA(S) deS est défini
inductivement par :

1) s0 est laracinedeA(S) ;

2) sis est un nœud deA(S) ets
a
−→ s′ alorss′ est un fils des.

Un tel arbre1 est en général infini (sauf si toutes les exécutions sont finies). Tout chemin dans l’arbre à partir de la
racine correspond à une exécution deS.

A partir de ces notions on peut parler d’équivalencesde systèmes de transitions.

Deux systèmes de transitionsS1 = (Q1, s
1
0, A,−→1) et S2 = (Q2, s

2
0, A,−→2) sont trace-équivalentsssi

L∗(S1) = L∗(S2) (une définition similaire est obtenue avecLω). Ils sont (fortement)bisimilairesssiA(S1) et
A(S2) sont isomorphes.

La notion de bisimulation est très importante et indique quesiS1 etS2 sont bisimilaires,S1 peut mimer chaque
action deS2 (et réciproquement) et donc ces deux systèmes sont indiscernables par un observateur qui ne voit que
les actions.

Définition 3 (Relation de bisimulation) SoitS = (Q, s0, A,→) etS′ = (Q′, s′0, A,→) deux systèmes de transi-
tions2 etR ⊆ S × S′. R est unerelation de bisimulationssi∀s ∈ S, s′ ∈ S′, sRs′ implique

∀a ∈ A, s
a
−→ s1 =⇒ s′

a
−→ s′1 ∧ s1Rs

′
1 (1)

∀a ∈ A, s′
a
−→ s′1 =⇒ s

a
−→ s1 ∧ s1Rs

′
1 (2)

S et S′ sont enbisimulationssi il existe une relation de bisimulationR entreS et S′ avecs0Rs′0. Si on a uni-
quement la contrainte (1) de la Définition 3 alorsR est une relation desimulationentreS′ etS etS′ simuleS.
�

Si S simuleS′ etS′ simuleS, S et S′ ne sont pas forcément bisimilaires : il est possible que ce soient deux
relations différentes qui permettent les simulations.

La bisimilarité implique l’équivalence de traces. Si les systèmesS1 etS2 sont déterministes, l’équivalence de
trace implique la bisimilarité. Un exemple de deux systèmesde transitions trace-équivalents mais non bisimilaires
est donné Figure 5.

s0

s1

s2

s3

s4

a

a

b

c

τ

τ

(a)S

s′0 s′1

s′2

s′3

a

b

c

τ

τ

(b) S′

Figure 5. Deux systèmes de transitions non bisimilaires

1. Pour être tout à fait formel, il faudrait distinguer les noms des nœuds des noms des états correspondant à ces nœuds.
2. On utilise le même symbole→ pour les deux systèmes bien que ces deux relations soient différentes : le contexte indique
clairement de quelle relation il s’agit.
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3. Spécification des propriétés

3.1. Logiques temporelles

Une fois l’étape de modélisation terminée, on souhaite vérifier que l’application satisfait un certain nombre
de propriétés. Des propriétés comme le deadlock peuvent être vérifiées en explorant le (graphe du) système de
transitions. Néanmoins pour des propriétés plus complexesconcernant les comportements dynamiques de l’appli-
cation on utilise des langages logiques adaptés : leslogiques temporelles[SCH 99, EME 90, HUT 00]. L’intérêt
des ces logiques est qu’elles permettent de spécifier des propriétés dans un langage logique le long des exécutions
(par exemple d’un système de transitions). On n’a donc pas besoin de connaître la structure interne du système à
vérifier pour spécifier des propriétés. La phase de spécification peut ainsi être réalisée distinctement de celle de
modélisation du comportement du système.

Dans cette section on notett la valeur booléennevraieet ff la valeur booléennefausse.

On a vu dans la Section 2.4 qu’on pouvait associer un langage ou un arbre d’exécution à un système de tran-
sitions. Ces structures modélisent implicitement la notion de temps sous une forme logique : dans une exécution
passant successivement par les étatss0, s1 . . . il y a un instantlogiqueassocié à l’états0 qui précède l’instant
logique associé à l’états1. De même pour la structure arborescente, l’instant logiqued’un nœud est le précédent
de celui de ces fils. Les logiques temporelles permettent d’exprimer des propriétés dynamiques, faisant référence
au temps discret. Pour spécifier des propriétés des exécutions, on utilise unelogique temporelle linéaire(l’état du
système à l’instant suivant de l’instant courant est complètement déterminé). Dans le cas de l’arbre des exécutions,
on utilise unelogique temporelle arborescente(l’état du système à l’instant suivant de l’instant courantn’est pas
unique).

Une formule de logique est interprétée sur un modèle. C’est aussi le cas pour les logiques temporelles. Dans le
cas de la logique temporelle linéaire les modèles sont des séquences depropriétés atomiques. SoitAP un ensemble
fini de propriétés atomiques. Uneséquencede propriétés atomiquesπ = p0p1 . . . pn . . . est une séquence telle que
∀i ≥ 0, pi ∈ 2AP . UnepropriétéP est un ensemble de séquences de propriétés atomiques. On dira que la séquence
π satisfait la propriétéP ssiπ ∈ P . On note dans ce casπ |= P . Dans le cas arborescent, on considère desarbres
de propriétés atomiques : les nœuds sont des éléments de2AP . Une propriétéP est un ensemble d’arbres et un
arbrea satisfaitP ssia ∈ P . On note aussi dans ce casa |= P . Les logiques temporelles linéaires et arborescentes
permettent de définir respectivement des ensembles de séquences et des ensembles d’arbres de propriétés. Les
définitions précises des logiques temporelles linéaires etarborescentes sont données en Section 3.3 et Section 3.4 .

3.2. Sûreté et Vivacité

Les propriétés d’un système sont souvent classées en deux catégories :

– les propriétés desûretéqui expriment que «quelque chose de mauvais n’arrive jamais»,

– les propriétés devivacitéqui expriment que «quelque chose de bon est toujours possible».

D’un point de vue formel, une propriétéP définit un ensemble de séquences (ou d’arbres). Un tel ensemble est
une propriété de sûreté ssi pour toute séquenceπ ∈ P tous les préfixes finis deπ sont aussi dansP . Par exemple :
«on n’atteint jamais un état deadlock». Une propriétéP et une propriété de vivacité ssi toute séquence finie (du
système à étudier) peut être étendue en une séquence deP . Par exemple : «il est toujours possible d’atteindre
un état deadlock». Cette classification a un intérêt théorique : dans [ALP 85], les auteurs montrent que n’importe
quelle propriété est la conjonction (intersection) d’une propriété de sûreté et d’une propriété de vivacité.

3.3. LTL : Linear Temporal Logic

La logique temporellelinéaire [EME 90, AUD 90, WOL 90] permet de spécifier des propriétés d’exécutions.
On considère un ensemble fini depropriétés atomiquesAP . La syntaxe de LTL est la suivante :

Définition 4 (Formules de LTL) Lesformules de LTLsont définies inductivement par :

– ∀p ∈ AP, p ∈ LTL

– sip, q ∈ LTL, alorsp ∨ q,¬p ∈ LTL,
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– sip, q ∈ LTL, alorsXp, pU q ∈ LTL. �

La signification intuitive des ces formules pour les modalitésXp, pU q est la suivante :Xp est vraie sur une
séquenceπ = p0p1p2 . . . pn . . . ssi la sous séquencep1p2 . . . pn . . . satisfaitp. pU q est vraie surπ ssip est vraie
depuis le début deπ jusqu’à un instant où le suffixe de la séquence satisfaitq.

Dans la suite on considère des séquences infinies de propriétés obtenues à partir (des propriétés des états)
des exécutions d’un système de transitions étiquetéS = (Q, s0, A,−→, L) : une exécutionσ = s0

a1−→ s1
a1−→

s2 · · ·
an−−→ sn+1 · · · deS induit une séquence d’étatsρ = s0s1 · · · sn+1 · · · à laquelle est associée une séquence

de propriétésL(s0)L(s1) · · ·L(sn+1) · · · . On noteρi = sisi+1 · · · le suffixedeρ commençant au ième état.

Définition 5 (Sémantique de LTL) Soitρ = q0q1 · · · qn · · · une séquence d’états etL telle que∀i ≥ 0, L(qi) ⊆
AP . La relation «ρ |= φ» se lit «la séquenceρ satisfaitφ». Cette relation est définie inductivement et donne la
sémantiquedes formules de LTL :

– p ∈ AP, ρ |= p⇐⇒ p ∈ L(q0) ;

– ρ |= p ∨ q ⇐⇒ ρ |= p ouρ |= q ;

– ρ |= ¬p⇐⇒ ρ 6|= p ;

– ρ |= Xp⇐⇒ ρ1 |= p ;

– ρ |= pU q ⇐⇒ ∃j ≥ 0, ρj |= q et (∀k < j, ρk |= p). �

Certaines formules de LTL sont souvent utilisées car elles correspondent à des propriétés standard et les abré-
viations suivantes sont souvent rencontrées :

– fatalement (ou inévitablement)p : Fp ≡ ttU p

p • • •

– toujours p : Gp ≡ ¬F¬p (p est uninvariant)

p p p p p p p p p p p • • •

– infiniment souventp : GFp

p p p p p • • •

– presque partoutp : FGp

p p p p p p • • •

Par exemple sur le produit synchronisé de la Figure 4 on peut exprimer les propriétés suivantes en LTL :

– «la carte n’est pas rendue si le code tapé est mauvais» :G¬(U.3 ∧ n > 3) oùU.3 est vraie quand le système
de transitionsU est dans l’état3 ;

– «après avoir validé on obtient forcément de l’argent» :G(U.2 =⇒ FU.3).

Une des propriétés importantes de LTL est qu’elle permet d’exprimer l’équité (Cf. Section 2.3). De plus si deux
système sont trace-équivalents ils satisfont les mêmes formules LTL.

3.4. CTL : Computation Tree Logic

La logique LTL ne permet pas d’exprimer des propriétés du type «il est possible dans le futur que . . . ». Il
faut pour cela avoir plusieurs futurs possibles dans le modèle de la logique. La logique temporelle arborescente
CTL [SCH 99, HUT 00, EME 90] (Computation Tree Logic) permet d’exprimer des propriétés des arbres d’exé-
cution (correspondant éventuellement à un système de transitions).

Définition 6 (Formules de Computation Tree Logic) Lesformules de CTLsont lesformules d’étatsdéfinies in-
ductivement par :
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– ∀p ∈ AP , p est uneformule d’état;

– sip, q sont desformules d’état, alorsp ∨ q et¬p sont desformules d’état,

– sip est uneformule de chemin, alorsEp et Ap sont desformules d’états,

– sip et q sont desformules d’état, alorsXp etpU q sont desformules de chemin. �

On considère pour CTL des arbres infinis de propriétés obtenues à partir de l’arbre d’exécution d’un système
de transitions étiquetéS = (Q, s0, A,−→, L) : à l’arbre d’exécutionA(S) on associe l’arbre des propriétésa′

étiqueté par les propriétésL(q) des étatsq de chaque nœud deA(S).

La sémantique de CTL est définie sur les arbres d’exécution. Un arbre d’exécution d’un système de transitions
est complètement défini par son état d’origine et par la relation de transition−→. C’est pourquoi la sémantique de
CTL est définie sur lesétatsd’un système de transitions (qui caractérise les arbres issus de ces états).

Définition 7 (Sémantique de CTL) Soitq0 un état deS. La sémantiquede CTL est définie inductivement par :

– p ∈ AP, q0 |= p⇐⇒ p ∈ L(q0) ;

– q0 |= p ∨ q ⇐⇒ q0 |= p ou q0 |= q ;

– q0 |= ¬p⇐⇒ q0 6|= p ;

– q0 |= Ep⇐⇒ ∃σ = q0 · · · qn · · · telle queσ |= p ;

– q0 |= Ap⇐⇒ ∀σ = q0 · · · qn · · · on aσ |= p ;

– σ |= Xp⇐⇒ σ1 |= p ;

– σ |= pU q ⇐⇒ ∃j ≥ 0, σj |= q et (∀k < j, σk |= p). �

Comme pour LTL, on utilise souvent certaines formules de CTL: AFp ≡ A(ttUp) (Figure 6.(a)),EFp ≡
E(ttUp) (Figure 6.(b)),AGp ≡ ¬EF¬p (Figure 7.(a)) etEGp ≡ ¬AF¬p (Figure 7.(b)).

•

p p • • p

• • • p p p p p p •

(a)AFp ≡ A(ttUp)

•

• • • • •

• • • • • p • • p •

(b) EFp ≡ E(ttUp)

Figure 6. Abréviations CTL (1)

Voici quelques exemples de propriétés CTL pour le système detransitions de la Figure 4 :

– «la carte n’est jamais rendue quand le code est mauvais» :AG¬(U.3 ∧ n > 3) ;

– «il est possible d’obtenir de l’argent après chaque demande» :EG(U.2 =⇒ AFU.3) ;

– «on obtient toujours de l’argent après une demande» :AG(U.2 =⇒ AFU.3) ;

– «de tout état, on peut revenir à l’état initial» :AG (EFinit) où init est vraie uniquement pour l’état initial du
système.

Une caractéristique importante de CTL est qu’elle «correspond» dans le sens suivant à la notion de bisimula-
tion : deux systèmes de transitionsS etS′ sont bisimilaires ssi ils satisfont les mêmes formules de CTL.
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(b) EGp ≡ ¬AF¬p

Figure 7. Abréviations CTL (2)

3.5. LTL vs. CTL

L’une des différences entre CTL et LTL est que CTL ne permet pas d’exprimer l’équité. LTL par contre ne
permet pas d’exprimer la notion de possibilité dans le futur. En fait LTL et CTL ne sont pas comparables.

CTL∗ est un extension de CTL qui contient aussi LTL.

3.6. CTL∗

Définition 8 (Formules de CTL∗) Lesformules de CTL∗ sont les formules d’états définies inductivement par :

(s1) ∀p ∈ AP, p est uneformule d’état,

(s2) si p etq sont des formules d’état, alorsp ∨ q et¬p, sont desformules d’état,

(s3) si p est uneformule de chemin, alorsEp et Ap sont desformules d’état,

(p1) si p est uneformules d’état, alorsp est uneformule de chemin,

(p2) si p etq sont desformules de chemin, alorsp ∨ q et¬p sont desformules de chemin,

(p3) si p etq sont desformules de chemin, alorsXp etpU q sont desformules de chemin. �

La sémantique de CTL∗ est une combinaison des sémantiques de LTL et CTL :

Définition 9 (Sémantique de CTL∗) La sémantiquedesformules de CTL∗ est définie inductivement par :

(s1) si p ∈ AP est une formule d’état,q0 |= p⇐⇒ p ∈ L(q0),

(s2) q0 |= p ∨ q ⇐⇒ q0 |= p ou q0 |= q,

(s′2) q0 |= ¬p⇐⇒ q0 6|= p,

(s3) q0 |= Ep⇐⇒ ∃σ = q0 · · · qn · · · telle queσ |= p,

(s′3) q0 |= Ap⇐⇒ ∀σ = q0 · · · qn · · · telle queσ |= p,

(p1) σ = q0 · · · qn · · · |= p⇐⇒ q0 |= p,

(p2) σ |= p ∨ q ⇐⇒ σ |= p ouσ |= q,

(p3) σ |= Xp⇐⇒ σ1 |= p,

(p′3) σ |= pU q ⇐⇒ ∃j ≥ 0, σj |= q et (∀k < j, σk |= p). �

Il existe d’autres logiques pour le temps discret : par exemple on peut se reporter à [ARN 92] pour leµ-calcul,
ou [LAM 94] pour TLA.
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Figure 8. Automate acceptantFp

4. Model-Checking

Le problème dumodel-checking(vérification sur modèle) est le suivant : «étant donnés une formuleφ (de LTL,
CTL, etc) et un système de transitionsS, est-ce queS satisfaitφ ?» (on dit aussi «est-ce queS est un modèle pour
φ» d’où le nom de model-checking).

Siφ est une formule de LTL, le problème du model-checking est précisément : «est-ce que∀σ ∈ Runω(S), σ |=
φ ?»

Dans le cas de CTL il devient : «est-ce ques0 |= φ ?» (oùs0 représente l’arbre d’exécutionA(S) issu de l’état
initial s0.)

Dans cette section on donne quelques principes des algorithmes de model-checking de LTL et CTL.

4.1. Model-checking de LTL

Le model-checking de LTL est basé sur le principe suivant :

– à une formuleφ de LTL, on associe unautomate de Büchi[THO 90]B¬φ qui accepte toutes les exécutions
ne satisfaisant pasφ,

– on synchronise de façon adéquate les système de transitionsS etB¬φ,

– on répond à la question «est-ce queS × B¬φ accepte un langage non vide ?». Si «oui» il y a un mot qui
représente une exécution deS qui ne satisfait pasφ. Si «non» la propriétéφ est satisfaite sur le systèmeS.

Automates de Büchi.

Définition 10 (Automate de Büchi [THO 90]) Un automate de BüchiA est tuple(Q, s0,Σ,−→, F ) tel que :

– Q est un ensemblefini d’états,

– s0 est l’étatinitial,

– Σ est unalphabet fini,

– −→⊆ Q× Σ ×Q est la relation de transition,

– F ⊆ Q est un ensembled’états accepteurs.

Une exécutiondeA est uneséquence infiniede transitions. Uneexécution admissibleest uneexécutionpassant
infiniment souventpar un état deF . Un motw ∈ Σω estaccepté parA ssiw est latraced’une exécution admissible
deA. Le langage accepté parA estL(A) constitué de l’ensemble des mots infinis acceptés parA. �

Les automates de Büchi permettent de représenter des formules de LTL : il est possible de construire un auto-
mate de Büchi acceptant uniquement les séquences qui satisfont une formule LTL. Des exemples sont donnés sur
les Figure 8, Figure 9 et Figure 10.

Principe du model-checking de LTL

Comme indiqué précédemment le model-checking de LTL [SCH 99, CLA 99, MER 00] consiste à construire
un automate de Büchi acceptant les séquences non valides et àle synchroniser avec le système à vérifier.

Soit φ une propriété de LTL etS = (Q, s0, A,−→, L) un système de transitions étiqueté. On construit l’au-
tomate de BüchiB¬φ acceptant les exécutions ne satisfaisant pasφ : les actions deB¬φ sont des propriétés des
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Figure 9. Automate acceptantGFp
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Figure 10. Automate acceptantG(pU q)

états deS. On «transforme» ensuite le système de transitionsS à vérifier en un automate de Büchi où tous les états

sont accepteurs. On synchronise les2 automates de Büchi obtenus de la manière suivante :(q, s)
L(q)
−→ (q′, s′) ssi

q
a
−→ q′ dansS poura ∈ A et s

L(q)
−−−→ s′ dansB¬φ. Dans le produit synchroniséS × B6φ si S suit une exécution

ρ dont les états sontq0q1 · · · qn, B¬φ suit une exécution de traceL(q0)L(q1) · · ·L(qn) (B¬φ n’est pas forcément
déterministe). Le produit synchroniséS × B¬φ est un automate de Büchi où(q, s) est un état accepteur ssis est
accepteur dansB¬φ.

Il suffit ensuite de déterminer siL(S × B¬φ) = ∅ pour savoir siS |= φ. L’algorithme pour savoir siL(S ×
B¬φ) = ∅ est le suivant :

1) on cherche les états accepteursZ, qui sont sur des cycles dansS ×B¬φ ;

2) on regarde ensuite si l’un des états deZ est accessible à partir de l’état initial deS ×B¬φ.

La construction dans le cas général de l’automate de Büchi associé à une formule de LTL et d’autres méthodes
de model-checking de LTL sont est données dans [MER 00].

Complexité du model-checking de LTL.

Soit S = (Q, s0, A,−→, L) un système de transitions : on note|S| = |Q| + | −→ |. Soitφ une formule de
LTL : |φ| correspond au nombre de sous-formules composantφ (en décomposantφ avec la grammaire abstraite
de la Définition 4). L’automateB¬φ a une taille de l’ordre de2|φ|. Le produit synchronisé a une taille qui est
le produit du nombre d’états deS et deB¬φ. L’algorithme permettant de tester siL(K) = ∅ pour un automate
de BüchiK est enO(|K|). Ainsi le model-checking de LTL est enO(|S|.2|φ|). Le model-checking de LTL est
PSPACE-complet.

Des raffinements existent pour minimiser la taille deB¬φ [GAS 01]. Enfin les méthodes d’ordres partiels uti-
lisent des propriétés de symétrie des systèmes pour diminuer le nombre de transitions à explorer (voir [GOD 91]).

4.2. Model-checking de CTL

Le model-checking de CTL consiste à étiqueter les états d’unsystème de transitions par les formules qu’il
satisfait. Soitφ une formule de CTL etS = (Q, s0, A,−→, L) un système de transitions étiqueté.

Étiquetage des états.

L’ étiquetaged’un états ∈ Q consiste à ajouter àL(s) les sous-formules ques satisfait de la façon suivante :
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– pourp ∈ AP l’étiquetage est donné parL(s),

– pour une formulep ∧ q on aL(s) := L(s) ∪ {p ∧ q} pour touts tel quep, q ∈ L(s),

– pour¬p on aL(s) := L(s) ∪ {¬p} pour touts tel quep 6∈ L(s),

– pourEXq on aL(s) := L(s) ∪ {EXq} pour touts tel que∃a ∈ A tel ques
a
−→ t ∧ q ∈ L(t),

– pourAXq on aL(s) := L(s) ∪ {AXq} pour touts tel que∀a ∈ A si s
a
−→ t alorsq ∈ L(t),

– pourp = E(q U r) on fait 1) puis|Q| fois le point 2) :

1) si r ∈ L(s), L(s) := L(s) ∪ {E(q U r)},

2) ∀s ∈ Q tel queq ∈ L(s), si∃a ∈ A tel que s
a
−→ t etE(q U r) ∈ L(t) alorsL(s) := L(s)∪ {E(q U r)},

– pourp = A(q U r) on fait 1) puis|Q| fois 2) :

1) si r ∈ L(s), L(s) := L(s) ∪ {A(q U r)},

2) ∀s ∈ Q tel queq ∈ L(s), si∀a ∈ A tel ques
a
−→ t on aA(q U r) ∈ L(t) alorsL(s) := L(s)∪{A(q U r)}.

On peut prouver que lorsque cet algorithme d’étiquetage termine qu’à la fin les états sont étiquetés par les
sous-formules deφ qu’ils satisfont. Pour déterminer siS |= φ il suffit de regarder siφ ∈ L(s0).

Complexité du model-checking de CTL.

Pour une formuleφ de CTL, l’algorithme d’étiquetage pourφ est enO(|Q| + |T |) = O(|S|). Si l’on fait
cette opération pour toutes les sous-formules deφ on obtient que le model-checking de CTL est de complexité
O(|S| × |φ|). Le model-checking de CTL est polynomial.

4.3. Model-checking symbolique

Même si l’algorithme de model-checking de CTL est linéaire en la taille du système de transitions et de la
formule à vérifier, les applications pratiques donnent lieuà des modèles avec un nombre considérable d’états :
on parle duproblème de l’explosion combinatoire. Par exemple dans le cas d’un produit synchronisé, le nombre
d’états du produit est le produit (au maximum) des nombres d’états de chaque système de transitions.

Un moyen de repousser les limites du model-checking (de CTL par exemple) est de faire dumodel-checking
symbolique[MCM 93]. Cette approche consiste à représenter d’une manière symboliquel’espace d’états (par ex.
«tous les états sources d’une transitiona») et de faire des calculs sur ces représentations symboliques.

Principe du model-checking symbolique.

Le principe du model-checking symbolique est de manipuler des ensembles d’états et de réaliser sur ces en-
sembles des opérations représentant le calcul de l’espace atteignable ou l’ensemble des états satisfaisant une for-
mule de CTL par exemple.

Il est donc nécessaire de trouver une structure de données permettant la manipulation symbolique, et ensuite
d’exprimer les algorithmes (atteignabilité, model-checking) à l’aide d’opérations sur ces structures.

Calcul symbolique pour le model-checking de CTL.

On considère ici le model-checking symbolique de CTL. Soitφ une formule de CTL etS = (Q, s0, A,−→, L)
un système de transitions étiqueté.

On définit l’opérateurPrede la façon suivante : soitX ⊆ Q, Pre(X) = {q ∈ Q, ∃a ∈ A| q
a
−→ q′ ∧ q′ ∈ X}.

Pour i ≥ 0, Prei+1(X) = Pre(Prei(X)) avecPre0(X) = X . A l’aide de l’opérateurPre on peut définir
inductivement l’ensembleSat(ϕ) des états satisfaisantϕ :

– siϕ ∈ AP , Sat(ϕ) = {q ∈ Q,ϕ ∈ L(s)},

– Sat(¬ϕ) = Q \ Sat(ϕ),

– Sat(ϕ ∨ ψ) = Sat(ϕ) ∪ Sat(ψ),

– Sat(EXϕ) = Pre(Sat(ϕ)),

– Sat(AXϕ) = Q \ Pre
(

Q \ Sat(ϕ)
)

,
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– les opérateursEϕ1Uϕ2 et Aϕ1Uϕ2 sont plus difficiles à définir ; on peut d’abord remarquer qu’on a les
équivalences suivantes :

Eϕ1Uϕ2 ≡ ϕ2 ∨
(

ϕ1 ∧ EX(Eϕ1Uϕ2)
)

Aϕ1Uϕ2 ≡ ϕ2 ∨
(

ϕ1 ∧ AX(Aϕ1Uϕ2)
)

Ceci nous permet de définirSat(Eϕ1Uϕ2) et Sat(Aϕ1Uϕ2) comme les plus petits points fixes des équations :

f(Y ) = Sat(ϕ2) ∪
(

Sat(ϕ1) ∩ Sat(EXY )
)

f ′(Y ) = Sat(ϕ2) ∪
(

Sat(ϕ1) ∩ Sat(AXY )
)

Les fonctionsf et f ′ sontmonotoneset l’espace d’états est fini : on peut montrer dans ce cas que lecalcul itératif
du plus petit point fixe termine.

Le calcul des ensembles d’états satisfaisant une formule nous permet de répondre à la question «est-ce que
S |= φ ?» car il suffit de regarder sis0 ∈ Sat(φ) : on a ainsi un algorithme de model-checking symbolique.

Lesstructures de donnéesutilisées par l’algorithme symbolique doivent supporter les opérations suivantes :

– l’opérationPre,

– les opérations∩,∪, \,

– untest d’égalitépour l’arrêt du calcul (itératif) des points fixes.

Binary Decision Diagrams.

LesBinary Decision Diagrams (BDD)sont des structures de données permettant de représenter defaçon com-
pacte des expressions booléennes. Il est possible de définirles opérations nécessaires au calcul deSatsur ces
structures et ceci de manière efficace. Il existe de nombreuxtravaux sur l’utilisation des BDDs pour la vérification
des systèmes de transitions. On peut consulter [HUT 00] pourun exposé détaillé de ces structures.

5. Outils de model-checking

Il existe de nombreux outils de model-checking disponiblesgratuitement. Parmi les plus connus on trouve
SPIN [HOL 91, HOL 97] etSMV [MCM 93]. On peut consulter [SCH 99] pour une introduction à ces outils.

Merci à François Laroussinie (LSV, ENS-Cachan) pour ses remarques judicieuses.
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