
Introduction Catégorie Monoidale Tresses Conclusion

Tangle with Categories

Basile Pillet
sous la direction de Ross Street 1

Juin-Août 2011

1. Emeritus Professor of Mathematics, Macquarie University, N.S.W. Australia



Have you met Saunders Mac Lane ?



Have you met Saunders Mac Lane ?



Have you met Saunders Mac Lane ?



Have you met Saunders Mac Lane ?



Have you met Saunders Mac Lane ?



Have you met Saunders Mac Lane ?



Have you met Saunders Mac Lane ?



Have you met Saunders Mac Lane ?



Introduction Catégorie Monoidale Tresses Conclusion

1 Introduction
Que sont les catégories
Foncteurs et transformations naturelles

2 Catégorie Monoidale
De�nition
Notation de Penrose
Générateur de Tresses

3 Tresses
Groupe de Tresses
Catégorie des tresses
Universalité-liberté

Application :

4 Conclusion



Introduction Catégorie Monoidale Tresses Conclusion

1 Introduction
Que sont les catégories
Foncteurs et transformations naturelles

2 Catégorie Monoidale
De�nition
Notation de Penrose
Générateur de Tresses

3 Tresses
Groupe de Tresses
Catégorie des tresses
Universalité-liberté

Application :

4 Conclusion



Introduction Catégorie Monoidale Tresses Conclusion

Que sont les catégories

1 Introduction
Que sont les catégories
Foncteurs et transformations naturelles

2 Catégorie Monoidale
De�nition
Notation de Penrose
Générateur de Tresses

3 Tresses
Groupe de Tresses
Catégorie des tresses
Universalité-liberté

Application :

4 Conclusion





\quot{6}

{0}

Z



\quot{6}

{0}

Z



Introduction Catégorie Monoidale Tresses Conclusion

Que sont les catégories

Dé�nition (Categorie)

Une Categorie est un graphe A⇒ O munit de :

Pour tout objet a, une �èche 1a : a→ a.

Pour tout triplet d'objets (a, b, c), une application
◦ : Hom(a, b)× Hom(b, c)→ Hom(a, c) où
Hom(x, y) = {f ∈ A | domain f = x and codomain f = y }. (on
note ◦(f, g) par g ◦ f ou simplement gf)

tels que :

Pour f : a→ b, on a 1b ◦ f = f = f ◦ 1a.
Pour tout f, g et h �èches satisfaisant codomain f = domain g et
codomain g = domainh, one a (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f).
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Foncteurs et transformations naturelles

Dé�nition (Foncteur)

Un foncteur F d'une catégorie A vers une catégorie B est la donnée de
plusieurs fonctions (que l'on notera toujours F ) :

Une de l'ensemble des objets de A dans l'ensemble des objets de B.

Une famille (Fa,a′)a,a′∈A de fonctions Hom(a, a′)→ Hom(Fa, Fa′)

Tels que : Pour toute paire de �èches composables (f, g),
F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f).

Les foncteurs sont les morphismes de catégories.
Le foncteur d'oubli U : Rng→ Set est le foncteur qui a un anneau
associe l'ensemble sous-jacent et à un homomorphisme d'anneaux associe
la fonction sous-jacente (qui est une �èche de la catégorie Set).
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Foncteurs et transformations naturelles

Une transformation naturelle entre deux foncteurs T, S : A→ B est la
donnée d'une famille de morphismes τa : T (a)→ S(a) pour a objet de A

telle que si f : a→ a′ est un morphisme dans A alors le diagrame suivant
est commutatif :

T (a) S(a)

T (a′) S(a′)

τa

T (f)

τa′

S(f)

Ce qui peut s'exprimer par T (f)τa′ = τaS(f).
Les transformations naturelles sont les morphismes de foncteurs.
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De�nition

Dé�nition (Catégorie monoïdale)

Une catégorie monoïdale est donnée par :

Une catégorie M .

Un foncteur ⊗ :M ×M →M

Un objet I ∈M (appelé neutre)

Une collection naturelle d'isomorphismes
αa,b,c : a⊗ (b⊗ c) ∼−→(a⊗ b)⊗ c indexée par les triplets d'objets
(a, b, c).

Une collection naturelle d'isomorphismes λa : I ⊗ a ∼−→ a indexée
par les objets a ∈M .

Une collection naturelle d'isomorphismes ρa : a⊗ I ∼−→ a indexée par
les objets a ∈M .

qui satisfassent :

αA,B,C⊗D ◦αA⊗B,C,D = (1A⊗αB,C,D)◦αA,B⊗C,D ◦(αA,B,C⊗1D).

(1A ⊗ λB) ◦ αA,I,B = ρA ⊗ 1B .
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De�nition

La catégorie VectK des espaces vectoriels sur un corps K, munit du
produit tensoriel usuel ⊗ et de neutre K.
Si V a pour base (vi)i et W a pour base (wj)j alors (vi ⊗ wj)i,j
forme une base de V ⊗W .

La catégorie (N,+, 0) dont les objets sont les entiers naturels, les
morphismes sont les inégalités n ≤ m et le produit tensoriel est
l'addition usuelle. Ainsi (a ≤ b)⊗ (c ≤ d) = (a+ c) ≤ (c+ d)

On se restreindra aux catégories Strictement monoïdales ie α, λ et ρ
sont des identités.
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Générateur de Tresses

Dé�nition (Générateur de tresses)

Un générateur de tresses sur une catégorie monoidale (M,⊗, I, α, ρ, λ)
est une collection d'isomorphismes naturels γa,b : a⊗ b

∼−→ b⊗ a indexés
par les objets a, b ∈M
satisfaisant (modulo α, ρ et λ) :

γa⊗b,c = (γa,c ⊗ 1) ◦ (1⊗ γb,c) et γa,b⊗c = (1⊗ γa,c) ◦ (γa,b ⊗ 1)

On notera γ : a⊗ b→ b⊗ a
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La propriété :
γa⊗b,c = (γa,c ⊗ 1) ◦ (1⊗ γb,c)
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Se traduit alors :

=
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Dé�nition (Groupe de tresses)

Le groupe de tresses à n brins peut être dé�nit comme suit :

Bn = 〈β1, · · · , βn−1|(1) et (2)〉

Où les relations sont

1 Pour tout i < n, on a βiβi+1βi = βi+1βiβi+1.

2 Pour tout i, j ≤ n tels que i− j > 1, on a βiβj = βjβi.

Dé�nition (Groupe de permutations par générateur-relations)

Sn = 〈β1, · · · , βn−1|(1), (2) et (3)〉

Avec

1 Pour tout i < n, on a βiβi+1βi = βi+1βiβi+1.

2 Pour tout i, j < n tels que i− j > 1, on a βiβj = βjβi.

3 Pour tout i < n, β2
i = 1
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Exemple de tresse de B3 :
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Catégorie des tresses

Dé�nition (Catégorie des tresses)

La catégorie des tresses B a pour objets les entiers naturels 0, 1, 2, · · · et
pour endomorphismes de n, les tresses du groupe Bn.

On la munit du produit tensoriel suivant : n⊗m = n+m et qui agit sur
les tresses comme suit :

⊗ =

Les equivalences α, ρ, λ sont des égalités.



Introduction Catégorie Monoidale Tresses Conclusion

Catégorie des tresses

Dé�nition (Catégorie des tresses)

La catégorie des tresses B a pour objets les entiers naturels 0, 1, 2, · · · et
pour endomorphismes de n, les tresses du groupe Bn.

On la munit du produit tensoriel suivant : n⊗m = n+m et qui agit sur
les tresses comme suit :

⊗ =

Les equivalences α, ρ, λ sont des égalités.



Introduction Catégorie Monoidale Tresses Conclusion

Catégorie des tresses

On peut ajouter un générateur de tresse γ à la catégorie B : c'est la
famille d'isomorphismes γn,m : n⊗m→ m⊗ n donné par :

n m

nm
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Proposition

La catégorie B est la catégorie monoidale librement tressée à partir d'un
élément ( le générateur en question est 1 ).

La partie "libre" implique que pour tout n ∈ N on aura un objet 1⊗n

(que l'on peut noter n sans trop de problèmes). De plus la partie
"tressée" nous donne γ1,1 : 2→ 2 que l'on peut noter :

Et qui engendre toute les tresse par composition et produit tensoriel.
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Ce résultat peut se reformuler : Prenons une catégorie monoidale tressée
(M,⊗, I, α, ρ, λ) munit d'un générateur de tresse γ
Notons BStMon(B,M) l'ensemble des foncteurs de B dans M qui
préservent ⊗ et γ (en fait c'est une catégorie, avec pour morphisme les
transformations naturelles).
Alors :

Proposition

Il y a une équivalence de catégories :

BStMon(B,M) ∼=M
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La liberté :

Dans les groupes, le groupe libre engendré par un élément est (Z,+)
On a HomGrp(Z, G) ∼= G et ce pour tout groupe G.

Dans les monoïdes, le monoide libre engendré par un élément est
(N,+)
On a HomMon(N,M) ∼=M et ce pour tout monoïde M .

Dans les espaces vectoriels sur C, l'espace vectoriel libre engendré
par un élément est C
On a HomVect(C, E) ∼= E et ce pour tout ev E.
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Universalité-liberté

Prenons M = (FvectC,⊗,C) ;

un foncteur F : B→M qui préserve le
produit scalaire et le générateur de tresse nous donne une application
F : Bn → L(F (n), F (n)) qui respecte la composition. (ie. un morphisme
de monoides)
Comme Bn au départ est un groupe, l'image est un sous-groupe de
L(F (n), F (n)) et donc en notant k = dim Fn , on a un morphisme de
groupe Bn → G`k(C).
Donc F nous donne une représentation de Bn, or on sait que F est
caractérisé par un élément de M ( qui se trouve être F (1) ). Et donc on a
une représentation de Bn pour chaque espace vectoriel de dimension �nie.
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